Lineare Gleichungssysteme,
Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...

Grundbaustein vieler numerischer Verfahren zur Losung von partiellen oder
gewohnlicher Differential gleichungen und von nichtlinearen
Optimierungsproblemen ist die effiziente L 6sung des zugrundeliegenden
linearen Gleichungssystems.

Dieses Kapitel stellt die verschiedenen numerischen Methoden zur LAsung
von linearen Gleichungssystemen vor. Spezielle Bedeutung kommt dabei
der Lésung von grof3en linearen Gleichungssystemen mit schwach besetzer
Koeffizientenmatrix zu, wie sie bel der Diskretisierung von
Randwertproblemen mit Differenzenverfahren oder der Methode der finiten
Elemente entstehen.

Direkte Verfahren

Gauss Elimination

A X f
1-2-12% )
2 0 1 2||X| = |-5| subtrahiere 2x Reihe 1 von Reihe 2 (2.1)

2 0 4 1](xg 7| subtrahiere 2x Reihe 1 von Reihe 3
16 12 X, 16| subtrahiere 1x Reihe 1 von Reihe 4
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1-2-1 21 |-=2

04 3-=21% _|9 2.2)
04 6 -3||X3 11| subtrahiere 1x Reihe 2 von Reihe 3

08 20 X, 18| subtrahiere 2x Reihe 2 von Reihe 4

1-2-1 2% |-=2

04 3 -2/|*% 9 (2.3)
00 3 -1f[x3 2

00414 X, 0| subtrahiere <(4/3)x Reihe 3 von Reihe 4

1-2-1 2 || -2
O 4 3 —2 X2 - 9 (24)
00 3 —1||x 2
00 0 8/3|x, 8/3

Die linke obere Zahl einer Teilmatrix heif3t Pivotekelement. Die durch die
Umformungen (2.1) - (2.4) entstande Matrix heif3t obere Dreiecksmatrix U.
Das zugehdrige obere Dreieckssystem Ux = g wird mit
Ruckwartssubstitiution gel 6st.

X4 =
‘g = 2-(51)1 -
— (=21 — (2.5)
X2:9 ( 2)41 31_,
., = —2—(2)1—(1—1)1—(—2)2 _q
Aufwandsabschatzung

Zur Aufwandaufschédtzung werden die Anzahl der Multiplikationen und
Divisionen gezahlt.
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Fur dieL 6sung eines Gleichungssystem mit N unbekannten ergibt sich
fur die GaulRelimination:

1 Triangulation

N—1
(N+1)(N=1)+N(N=2)+...+(3)(1) = I k(k+2) (2.6)
N-1 N-1 k=1
= Y K+2Y k= (N‘l)'\é(ZN_l)+N(N—1)
k=1 k=1
_ N(N-1)(2N+5)
2 Rilckwartssubstitution
1+2+. +N= NN*D 2.7)

2

Die Gesamtzahl der Operationen ergibt sich aus (2.6) und (2.7) zu

NIN-1)2N+5) NN+1) _ N> 3 N
5 > 3 N 3 (2.8
N Anzahl der Operationen
10 430
100 343430
1000 336 333430

Fir grofe N dominierent der Term ist N¥/3. Der Algorithmus ist von der
O(N/3). Die erforderliche Rechenzeit ist propertional N°.

Hat man ein Programm mit einem voer st unbekannte Algorithmus so
kann man die Abhéngigkeit der Rechenzeit von N folgenermassen
abschatzen.

1 Man fuhrt voerst die Rechnung fur ein kleines N = N; aus. Die dafur
benotigte Rechenzeit ist t = t;(N;).

2 Die Rechnung wird dann fur N, >> N; wiederholt wozu die Zeit t = t,(N,)
gebraucht wird.

3 Aus dem Ansatz T = aNP und und den beiden Zeiten kann man den
exponenten b abschatzen.
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Ty _aNg _ (N_Db 29)
_ log(N;/N,) (2.10)
~ log(T,/T,) '

LU Zerlegung

Schreibt man die Schritte zur Lésung des Gleichungssystems Ax = f aus
dem vorangehenden Beispiel noch eéimal in Matrixschrelbweise an so ergibt
sich

| A X I f

1000||1-—2-12|* 1000||-2
0100[|2 0 1 2/|%| =]0100||-5 (211)
0010[|2 0 4 1||x, 0010||7
0001)[1 6 1 2|, 0001||16

2100[[0 4 3 =2[|%] _|2100[|9 (2.12)
2010/]0 4 6 -3||xs| |2010||12

1000]|1-2-1 2} X1l [1000]|-2
100108 2 0]|y| |1001][18

21100 0 3 —1]|x3 2110]|2

1000|/[1-2-1 2} X1l [1000]|-2
12010 0 -4 4|y, |1201[0

L U X L g

10 0 O/|1—2-1 2 |[% 10 0 0|]-2
21 0 0/|04 3 —2||X2l = 1|21 0 ol 9 (2.14)
21 1 0/|00 3 —1||xs| |21 1 0]l 2
12-4/31/[0 0 0 8/3||y,| |12-4/31|[8/3
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Man erkennt, das bei der Gaul3elimination dieMatrix A in einelinke untere
und eine rechte obere Dreiecksmatrix zerlegt wird

A=LU. (2.15)

Die Eintragein L sind die Multiplikationsfakoren, die bei der
Gaulelimination verwendet wurden. Es gilt

LUx = Lg, (2.16)
wobel g die Lésung des Systems

Lg=f (2.17)
ist. DaL nicht singulér ist gilt auch

Ux=g. (2.18)

It das Gleichungssystem Ax() = £0) bei fester K oeffefizientenmatrix A fir
mehrere rechte Seiten ), mit | = 1,2,...M, zu l6sen geht man wiefolgt vor
Bestimme die LU Zerlegeung der Matrix A

Lose das System Lg(l) = f(l)

Lose das System Ux(l) = g(l)

Gehe zu Schritt 2 fur die nachste rechte Seite (I = | + 1)

Die LU Zerlegung muf3 also nur einmal durchgefiihrt werden.

Cholesky Zerlegung. Im falle einer symmetrischen, positive definiten
Matrix gilt U = LT. Man erhdlt dann die Zerlegung

A=LLT. (2.19)

Bei symmetrischen, positiv definiten Matrizen halbiert sich der
Speicheraufwand die Zahl der Rechenoperationen zur LU Zerlegung.

Dinn besetzte Matrizen

Die Gleichungssysteme die aus der Diskretisierung einer paritellen
Diffferential gleichung mit der Differenzen-, Finiten Volumen - oder finiten
Elementmethode resultiert besitzt eine K oeffizientenmatrix mit spezieller
Struktur. Ein Grofteil der Eintrageist null, danicht-Null-Eintrage a; = 0 nur
dann enstehen, wennim Gitter der Knoteni mit dem Knotenj in Verbindung
steht. Man spricht von sparse matrices. Fur grof3e Gitter besteht zwischen
den meisten Knoten keine direkte Verbindung und die Anzahl der Nicht-
Null-Elemente ist proportional der Gitterpunkte N.
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Fur diinn besetzte Matrizen gibt es spezielle Speicherstrukturen, die das
Wissen um die erzwungen Nullen ausnutzen. In den Programmpaketen fir
lineare Algebra mit sparse-matrices kann man meist zwischen
verschiedenen Speicherstrukturen auswahlen. Naturlich wird durch die
Verwendung von sparse linear algebra routinen nicht nur Speicherplatz
sondern auch erheblich Rechenzeit gespart.

Bandmatrizen. Eine MOglichkeit zur Speicherung von diinn besetzten
Matrizen ist die Speicherung des Bandes mit nichtnull Elementen entlang
der Hauptdiagonalen. Matrizen mit Bandstruktur enstehen bei der
Diskretisierung mit finite Differenzen beziehungswei se finiten Elementen.
Die Bandbreite kann durch geeignete Wahl der Nummerierung der
Gitterpunkte minimiert werden.
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Wird zum Beispiel das Rechteck mit dem Achsenverhatnis 2:1 mit einem
regelmassigen Netz von 200 Elementen Uberzogen kann man folgenden
zwei Nummerierungen der Knotenpunkte wahlen.

0 1 2 3 .o 20 0 11 .. 220
21 22 23 24 .. 4 1 12 . 221
2 13
210 230 10 21 .. 230
horizontale Anordnung vertikale Anordnung

Bei der Diskretisierung der Laplace Gleichung mit dem
Differenzenverfahren ensteht bel der horizontalen Anordnung das
Gleichungssystem

Ui _pp t Ui g+t U U = (2.20)
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und in der vertikalen Anordnung das Gleichungssystem

U.

i tU_gtu Uy = (2.21)

Die Systemmatrix des Gleichungssystems (2.20) hat eine Bandbreite von 43
dieMatrix des Systems(2.21) eine Bandbreitevon . Zahlt maninjeder Zeile
der Matrix die Anzahl der Elemente zwischen dem ersten und lezten
Nichtnull-Element (dem Nichtnull-Element mit dem niedrigsten und dem
Nichtnull-Element mit dem héchsten Spaltenindex) erhét man die
Bandbreite der Matrix. Die meisten mesh generatoren besitzen routinen zur
Bandbreitenreduktion durch Umnumerierung der Knoten.

1000+

2000° "

L e S L 2000 |

500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500

Bandbreitenreduktion durch Umnummerierung der Knoten.

Profilspeicherung. Dabel wird die Matrix zeilenweise gespeichert. Zum
Profil der i-ten Zeile gehdren alle Elemente die zwischen den den aulRersten
Nichtnullen-Elementen liegen, einschliefdlich dieser Nichtnullen selbst. Bel
der LU Zerlegung bleibt das Profil der Matrix erhalten. Es kommen keine
Nichtnull Elemente auf3erhalb das Profils hinzu. Das linke Profil der L-
Matrix und das rechte Profile der U-Matrix sind mit dem Profil der
urspringlichen Matrix gleich.
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Profil der i-ten Zeile

Bandbreite

Band und Profil eine Matrix.

Profil der i-ten Zeile:

000000000000xxxxxx000x0x000xxxxx00xxxxx0000000000000

[ [

Soeichere fiir jede Zeile: das Profil und den Spaltenindex des ersten und letzten
Nichtnull-Elementes.

Die Kenntis des Profils hat bel direkten Methoden den Vorteil, dal3im
Vergleich zu Bandmethoden weniger Eliminierungsschritte ausgefuihrt
werden missen, weil die variable Bandbreite noch in Betracht gezogen
wird.

DasProfil ist ebenso wiedie Bandbreite von der Nummerierung der Knoten
abhangig. Algorithmen zur Reduktion der Bandbreite oder des Profils sind
im der Zeitschrift ACM Transactions on Mathematical Software publiziert.
Der Fortran-Code ist public domain (http://www.acm.org/toms).

Sparse storage schemes. Wiewir im Abschnitt Uber iterative Verfahren
zur Losung von linearen Gleichungssysteme sehen werden, ist flr deren
Ldsung die explizite Speicherung der Matrix A gar nicht nétig. Es genugt
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ein Verfahren zur Berechnung des Matrix-Vektor Produkt Ax. Es gibt
verschiedene Speicherstrukturen, die nur die Nichtnull-Elemente speichern.
Naturlich sind dann auch integer-arrays zur Verwaltung der Indizes nétig.

140 0
a0 0 value__[55[56[46[34[4a[as[2z[a [ 11]12] 31[55 23331 4]42
3 00| > lowinde6|54]3]4]8]2]6]1]1]3]5]2]3]1]4
o corndex |5 |6 6]4|4]5]2]6]1]2|1]5]3]|3]8]2
0 85 &6

9 00 1 2 3 4 5 6 7 8 910 1112 13 14 15 16
00 0 vave_ [[12[14]22[z3]31[33[34 2248526 5 56 o5 o6
380 0f o [cormgex |1]2]4]2|3]1]3]4]2]4]5]6]5]6]5]6
34 45 46 3 7 7

0 55 56 I

0 65 66

[ =
[rowe-pointer| 1[4 |6 [a]13]15)17|

Anzahl| der Rechenoperationen. Bel Bandmatrizen reduziert sich der
Aufwand fur die Rickwartssubstitution auf O(NB), falls B die Bandbreite
bezeichnet. Die folgende Tabellen gibt Abschétzungen fir die typische
Bandbreite bei mit FD oder FEM diskretisierten Gleichungen.

2D 3D
Maschenweite h /L UL
Anzahl der Knotenpunkte N~ N = L3 N= L2
Bandbreite B L2=N%3 L=NY2

Meist hat man mehrere Glei chungssystem mit verschiedenen rechten Seiten
zu losen. Die LU Zerlegung muf3 nur einmal durchgefuhrt werden. Der
Aufwand pro System entspricht dem Aufwand der Riicksubstitution O(NB)
und ist N3 fiir 3D Probleme und N¥2 fiir 2D Probleme.

Kondition eines Gleichungssystems,
Rundungsfehlern
Das System

Ax = f (2.22)

soll gel6st werden. Nun wird die rechte Seite durch f + r ersetzt und das
System
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Ay = f+r (2.23)
gelost. Wie grol3ist der Fehler in der Losung [[x —y|| ?

Subtrahiere die zweite Gleichung von der ersten

AX—-y)=r (2.24)
Somitistx —y = A~} und fiir den Betrag des Fehlers erhalt man

lIx =yl = [A=tr] < |A=r] . (2.25)

Falls [JA~Y| fuhrt eine kleine Stérung der rechten Seite auf eine groRe
Anderung der Losung.

Beispiel. Das Gleichungssystem

1 -1.001||*X1| _ |2.001 (2.26)
2001 -2 ||X, 4.001
hat die Losung X1 = 1, X, = —1. LOst man statt dessen das System
1 -1.001||Y1| _ |2.000 (2.27)
2001 -2 ||y, 4.002

wird die Lésung zu y; = 2, y, = 0. Die Stérung der rechten Seite hat eine
Normvonnur |r]|_ = 0.001, fiihrt aber zu einer Anderung der Losung mit

von [x —y|. = 1.Indiesem Beispid ist

—666.77 333.22

mit der Norm der maximalen Zeilenbetragssummen |A-2|., = 1000. Die
Norm der Koeffizienten Matrix ist hingegen |All_, = 4.

Die Grofe

K(A) = [AZ][Al (2.29)

hei 3t K onditionszahl des Gleichungssystems. Fir dierelative Anderung der
Losung bei einer Storung der rechten Seite folgt aus (2.25)

x=yl _ A1l _ [A-2 1l ir]
= A 2.30
XS X Xl Il (2:30)

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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_ -1
Ix =yl _ LA 1ALIX] rl (2.31)

x|~ Ixi Il
b=l < a-spanlid = kel (232)

Bei der Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung ist die Konditionszahl proportional zu /h?, wobei h die
Maschenweite ist

K(A) ~ hiz (2.33)

Dadurch ergeben sich folgende Abschétzungen fir die Konditionszahl mit
der Zahl der Knotenpunkte N und der Anzahl der Zellen in einer
Raumrichtung L = 1/h.

Konditionszahl

allgemein K~L?
2D:N= L2 N=L1?2 K~N
3D:N=L3 N=L¥ K~ N3

Iterative Methoden

Differenzenverfahren und die Methode der finiten Element flhren zu
grofen, linearen Gleichungssystemen mit schwach besetzter

K oeffizentenmatrix. Zur Lésung dieser Systeme werden in der Praxis fast
ausschliefdich iterative Verfahren verwendet. Im Vergleich zu direkten
Methoden ergibt sich bei grofRen Systemen eine erhbeliche
Rechenzeitersparnis, wenn an die Lsungsgenauigkeit keine zu hohen
Anforderungen gestellt werden. In der Anwendung ist das fast immer der
Fall, da das Gleichungssystem selbst eine Naherung fir einen
Differentialoperator darstellt. Gleichungssysteme, die aus der
Diskretisierung von Randwertproblemen entstehen haben meist spezielle
Eigenschaften, die die Konvergenz einesiterativen Verfahrens sicherstellen.

Eslassen sich drel Arten von iterativen Verfahren unterscheiden:
Standardmethoden, Gradientenmethoden und Mehrgitterverfahren.

Standardmethoden
Zu losen ist das lineare System

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ... ¢ 11



Au=f (2.34)
oder

z aju = f, i=1..N (2.35)

j=1
mit nichtsingularer Systemmatrix A € RN Ein einfaches
Iterationsverfahren zur Lésung von (2.35) 1a3%t sich wie folgt konstruieren.

f
Dividiere die i-te Zeile durch a; U Za”uj = —'

j¢I

Y . a za'l i

” ]¢I

Lése nach u; auf

Iteriere die Gleichung (2.36)

uk = 0y [ Y a uJ k=0,1,... (2.36)
j=1

Das st Iterationsvorschrift des Jacobi-Verfahrens. Werden auf der rechten

Seite alle bereits bekannten u(k b

Verfahren

verwendet erhdt man das Gauss-Seidel -

k+1 k k+1 k
uk D = oy {f Za”f” D a,”()J (2.37)

j=1 j=i+l
Der Index i lauft jeweilsvon 1 bis N. Wird der Klammerausdruch in (2.36)
oder (2.37) mit einem Relaxationsparameter » und ui(k) mit (1-)

gewichtet, spricht man vom gedampften Jacobi-Verfahren beziehungsweise
SOR-Verfahren. Ist 0 < < 1, spricht man von Unterrelaxation, bei o > 1
von (sukzessiver) Uberrelaxation..

Gradienten Methoden

« algmeines Iterationsschema zur iterativen Losung von linearen
Gleichungen

u =y +C(f—Aui), i=12, ...

i+1

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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e dieGrole (f —Aui) ist dasi-te Residuum der Gleichung

u; = ui+Cri, i=12 ...

* Dbetrachte die Ergebnisse der einzelnen Schritte
Uo
u; =ug+Cry
U, =uy + C(f —Au,)
=up + C(f —AUO—Acro)
=Ug + Cro + C(f —AUO) + CACI’O
=Ug +2 Cro + CACfO

* U; ist ein Element des von folgenden Vektoren aufgespannten Raumes

k-1
uO,CrO, CACrO, ...,(CA) Cro

Krylow-Raum Methoden
ist A eine NxN Matrix, dann heif3t der von den Funktionen

i—1
rO,ArO,...,(A) o
aufgespannte Raum Krylow-Raum Ki(A,r(O)) der Dimension
* Optimalesiteratives Verfahren zur Lésung von Au = f

suche Iterationspunkte u; im Krylow Raum so,
dal? der Abstand zu exakten Lésung u minimal wird

”u —ui”2—> minimal
* zum Beispiel: ug= O dannist up € {rg}

U = %fp

”u —u(l)Hg = (u 0l U —ocoro)

2
= (U, u)=204(U, To) + 06(Fg M)

minimiere nach o

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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_ (rO,U)
"0 g ro)

u ist unbekannt, oty ?

* Verwende das | nnere Produkt

(X,X)a = (X,AX)
* AXxist bekannt (Au = f), somit &3t sich o,p berechnen

(rO,Au)

On = ————
0 (roArg)

- Wahleu; e KI(A, r o) S0, dald der Abstand [u—u; |, minimal wird

f—Aui L Ki(A, ro) Krylow Unterraum

—>  Methode der konjugierten Gradienten

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ... o 14



Othogonalitat der Residuen
» Kette von Unterraumen

KA, ry) < K2(A, rgc...c KN, r

{ro} c{rOArd cC... c{rO,ArO...,AN‘lr(}

u, e Kl(A,rO),uze KZ(A, ro), o UNE KN‘l(A, ro)

» Waéhleu; so, dal?

r, = f-Au, LKA, ro)

fur ug=0folgt ro=f, und somit f € {ro} = Kl(A, ro)

ry = f—Au1 = f—ocArOe {rOArd = K2(A,ro)

=> rOJ_r:L —=> {rorl} bilden eine orthognale Basis
von K%(A r o)

» Nach N Schritten: N orthogonal e Basisvektoren fir u;
jeder Vektor aus |RV 14t sich darstellen
uy ist die Losung des Gleichungssystems

Weitere Gradientenverfahren

* CG-Algoritmus
(x,AX) ist nur dann eininneres Produkt, wenn A symmetrisch und positiv
definit ist

« LSQR an algorithm for sparse linear equations and sparse least square

problems
A ist nicht positiv definit: [se das System ATA = ATf

* GMRES ageneralized miniam residual algorithm for non-symmetric
linear systems
suche Iterationspunkte im Krylow Unterraum, sodaf3

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ... o
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[F=Auil

die Norm des Abstandes wird minimiert: least square problem

— minimal

Vorkonditionierung

» Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens
Verbesserung der Genauigkeit um eine Dezimalstelle bendtigt

JK(A)

> In(10) Iterationen, K(A)...Konditionszahl

» weniger Iterationen fur kleine K(A)
» verbessere die Kondition —> |6se das System

CAu = Cf
C ist die Approximative Inverse
» Beigpiee
A=LLT, C= (L") gibt ICCG-Verfahren (incomplete Cholesky
conjugate gradient); C = D1

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ... o 16



Multigrid Verfahren

» Konvergenzrate der Iterationsverfahren

37 10020y

* hklein notwendig damit Ortsdiskretisierungsfehler klein wird
* Iterationsverfahren konvergieren immer langsamer, je kleiner h

» Mehrgitterverfahren
|6se die Gleichung auf einer Reihe von Gittern, hy > hy, > ... h,,

* Grundidee: schwach varierende Fehler Anteile kdnnen auch auf gréberen
Gittern beseitigt werden

* Gesamtrechenzeit ~ Anzahl der Unbekannten

Beispiel: LOsung der Poissongleichung mit finiten
Differenzen

Uy + Uy = (X Y)

h
5
t K
* 4 O 0 O
3 0 0 0 W Randwerte
5 1 B A bekannt
1
1 2 3 4 5
| —
>

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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U_1;—2U;; +ui+1j+ui—1,j_2ui jtUivg
2
h K
 Jacobi Verfahren

oYYt Yy Y1t Ui (1 1)
U,j =3 2 * 2 —i) S5
h k h™ k

2 = fi,i

* setze auf der rechte Seite bekannte Naherungen fir u ein
* berechne damit eine verbesserten Wert fur u; ;
* und so weiter

» madglicher Startwert istu= 0
« Rechenaufwand ~ N 2

 Einflu® der Randbedingungen wandert nur langsams ins Innere hinein,
daauf u;; nur die benachbarten Knoten einwirken

Verbessungsvorschlage

* Nur en Innenknoten, dann ist der Einflufd des Randes sofort im Inneren
wirksam

—>
w
O

1 2 3
| —
* Uy Nach einem Iterationsschritt

o Einflul® der Randwerte nach einem Schritt im Inneren wirksam

* habiere das Gitter

 Losung auf dem groben Gitter —> Startwert fir Iterationen am feinen
Gitter

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ... o 18



Iteration am feinen Gitter

5

4 - - -
+3 . g ¢
jz\n/o -
EAAN

Startwerte

« Anden Punkten @ mit geraden Indizes
durch quadratische Interpolation, zum Beispiel

_1 u1,2“]3,2 U2,1+a2,3 1 1
Uz 2 = é( h2 + 2 —fi; /(h_+_)

» Anden Punkte @ analog

Jacobi-Iterationen — Gitter halbieren —> Startwerte— ...

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ... ¢ 19



Beispiel

* Uy tu, =-1

 auf einem Rechteck mit dem Achsenverhdtnis 2:3
* uam Rand null

 exakte Losung im Mittelpunkt upiye = 0.4020

Multigrid

Gitter 10 20

1 0.3462  0.3462
2 0.3859  0.3860
3 0.3956  0.3979

4, N =300 0.3973  0.3997
5, N =1000 0.3977  0.4001

L 6ésung durch Iteration am Gitter 4

Gitter 10 20 30 100 120 200
4, N =300 0.1051  0.1940 0.2593 0.3924 0.3976  0.4017

Mathematischer Hintergrund
» Fehler der Iterationsnéherung as Fourier-Reihe
« Glé&tung: feines Gitter, hochfrequente Fehleranteile verschwinden

« Grobgitterkorrektur: grobes Gitter, niederfrequenten Fehleranteile
verschwinden

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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1 Glattung
wenige lterationen auf
feinem Gitter

2 Grobgitterkorrektur
wenige Iterationen auf
grobem Gitter
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Rechnen mit Matrixen—-Bibliotheksroutinen

Matrix Speicherung in Rechnern

Praktische Tips

scientific libraries, WWW

wie finde ich verfugbare Bibliotheksroutine

Vektoren und Matrizen

Beschrankter Speicher
Matrizen und Felder benétigen Speicherplatz: a(10000,10000) — 1 GB

Rechenzeit

Matrix-Vektor Multiplikationen N2 N = 2N — 4-fache Rechenzeit
Algorithmen mit Aufwand N3 N = 2N — 8-fache Rechenzeit
Paging

Cache — fast memory — slow memory —> disk space
falls der einen Rechenvorgang bendtigte Speicher eine Grenze Uberschreitet,
kann die Rechenzeit um Groéf3enordnungen steigen

Matrix Speicherung

Fortran: a(1,1) a(2,1) a(3,1) a(1,2) a(2,2) &(3,2) a(1,3) a(2,3) a(3,3)

C: a(0,0) a(0,1) a0,2) a(1,0) a(1,1) a(1,2) a(2,0) a(2,1) a(2,2)

Physikalische und logische Dimension

rea*8 a(3,3) reserviert Speicherplatz fir 3x3 Matrix,
verwende nur 2x2 Matrix in der Rechnung, dann belegt die Matrix
keinen zusammenhangende Speicherplatz:

a(1,1) a(2,1) a(3,1) a(1,2) a(2,2) a(3,2) a(1,3) a(2,3) &3,3)

an Unterprogrammen muf3 immer die physikalische und logische Dimension
einer Matrix Ubergeben werden

Virtual memory

Speicher ist in pages unterteilt

wird ein Matrix-Element &(i,j) bendtig
— Nummer der Seite
—Platz von &(i,j) innerhab der Seite

page faults
— gewunschte Seite befindet sich auf der Platte und nicht im RAM

Faustregeln

1 Denke tber die folgenden Punkte nur bei groRen Programmen nach
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2
3

4

1
2

vermeide page faults: Rechenvorgénge auf Teilmenge der Gesamtdaten

vermeide simultane Rechnungen innerhalb einer Schleife oder eines
Unterprogramms, um einen Wettbewerb flr Speicher zu verhindern

Fasse Daten, falls sie fir einen Rechenvorgange gemeinsam bendtigt
werden,
zu Blocken zusammen

Cache

 sehr schneller Speicher zur temporéren Speicher zwischen
den CPU Registern und dem schnellen memory

* der cache enthédlt eine Kopie von Tellen der Daten im RAM

» CPU sucht nach a(i,))
— cache manager sucht nach a(i,j) im cache
—a(i,j) nicht im cache: ein Teil der Daten aus dem RAM wird in den
cache geladen

* cache misses
— Zugriff auf Daten die sich gerarde nicht im Cache befinden
—konnen die Rechenzeit um GroRenordnungen erhéhen

Stride einer Matrix Operation
Beigpiele
 dtrideist groRR fir die Spurbildung einer Matrix

N
S = z a(i, i)
i=1
dadiea(i,i) weit voneinander entfernt gespeichert werden

» DieOperation

c(i) = x(i) +x(i +1)
hat stride 1 da nur benachbarte Elemente von x verwendet werden

Faustregel

stride = 1 ist optimal
Fortran: Andere den linken Index eines Feldes in der innersten Schleife

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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3 C: Andere den rechten Index eines Feldes in der innersten Schleife

BLAS — Basic Linear Algebra

ein Programm soll auf verschiedenen Plattformen moglichst optimal
laufen

Grundbausteine jedes Algorithmus sind Operationen der linearen
Algebra

— Vektor-Vektor,

— Matrix-Vektor und

— Matrix-Matrix Operationen

verwende an die hardware angepalite Bibliotheksroutinen
—>BLAS

verwende BLAS routinen fur eigene Algorithmen
benutze Programmbibliotheken, die auf BLAS routine aufbauen

Implementierungen

ESSL Engineering and Scientific Subroutine Library (IBM)
DXML Advanced Mathematical Library (DEC)

SPARSE BLASBasic Linear Algebrafor sparse matrices
Vektorrechner

Parallelrechner

Beispiel: Level 1 BLAS
Vektor — Vektor Operationen

interchange X <>y

scale y <—ax

copy y <=X

add y<—ax+y

dot product Xy

two-norm [Ix]]>

one-norm [IX]l; = Summe(|xi|)
maximum modulus lowest index with max(|xi|)

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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Wie finde ich verfligbare (hardware nahe)
Bibliotheksroutinen
Welche Libraries sind installiert ?

» Sytemadministrator

 suchein den manua pages
— apropos library
—man -k library

* Inhalt einer Library
—man lapack

* |t eine bestimmte Routine geigent fir mein Problem
—man dgesv

Standard Libraries
Lineare Algebra

* LAPACK
o ScaL APACKLapack for distributed memory

Lineare Algebra und mehr

e SLATEC iterative Gleichungsl 6ser fir diinn besetzte Matrizen,
finite Differenzen, gewohnliche Differentialgleichungen,
nichtlineare Gleichungen, Optimierung, Statistik

Komerzidle Pakete

* NAG Numerical Algorithms Group
« IMSL International Mathematical and Statistical Libraries
WWW Zugang

« NETLIB A WWW metalibrary of free math libraries
http://www.netlib.org/

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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Zahlendarstellung

Gleitkommadarstellung

Bei dieser Darstellung wird die Position des Dezimal punktes einer Zahl
zusétzlich dynamisch geregelt.

Unangenehmerweise ist es moglich, ein und dieselbe Zahl auf
verschiedenste Arten darzustellen. Zum Beispiel: 0,123 = 123* 103 = 1230
* 104 = 12300 * 10" Darum wurde fiir die Gleitkommadarstellung die
normierte Form entwickelt: Die Mantisseist eine Zahl, deren Vorkommateil
list. Einzigster Problemfall: Die Zahl 0. Die restliche Information der Zahl
ist im Nachkommateil der Mantisse und im Exponenten der Zahl.

Normiert man z.B. die bindre Zahl +11001,1011 sieht das Ergebnis
folgendermal3en aus: +1,10011011 * 10*100 Dadie Ziffer vor dem Komma
aso fast immer 1 ist (Ausnahme: 0), kann man auf deren Abspeicherung
verzichten und gewinnt so ein zusétzliches Mantissenbit, wodurch die
Genauigkeit erhoht werden kann. Diese Genauigkeit wird allerdings mit der
Sonderbehandlung von 0 erkauft.

Es muR3 also nur das Vorzeichen (1 Bit), die sogenannte Mantisse und der
Exponent abgespeichert werden.

X = (_1)5* Mantisse * 2Exponent - Bias
10 < single precision < 10%
107322 < double precision < 10308

IEEE Das |EEE Format (Institute of Electrical and Electronics Engineers)
ist elne genormte Gleitkommadarstellung und wird in den meisten
Rechnersystemen verwendet. Bei beiden Formaten wird nur der
Nachkommateil der Mantisse abgespeichert (1 Bit gespart)

Lange  Vorzeichen Exponent Mantisse Bias CIC++ Fr7
32 Bit 1 Bit 8 Bit 23 Bit 127 float real*4
64 Bit 1 Bit 11 Bit 52 Bit 1023 double real*8

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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Maschinen-Genauigkeit
grofte positive Zahl, die zu 1 addiert, al's Ergebnis 1 liefert
Ietem=1¢

Der Index c gibt an das die Zahl in einem Computer gespeichert ist. Wird
eine Zahl x im Computer dargestellt so gilt daher

Xe = X (1+€)

Test der Maschinengenauigkeit

eps=1
begin do N times

eps = eps/2.

one=1 +eps

write out: loop number, one, eps
enddo

Zahlendarstellung Maschinen-Genauigkeit
einfache Genauigkeit (32 bit) ~107
doppelte Genauigkeit (64 bit) ~1016

Daher: Zahlen im Gleitkommaformat (float,double,...) nie auf Gleichheit
prufen! Statt dessen Prifung auf > oder < oder auf einen kleinen Bereich.

int main()

float i=0.0;
for (i=0.0; i '=1.0; i +=0.1)

/* Endlosschleife, weil 0.1 nicht exakt dargestellt werden kann. */
printf(" %f" ,i);

h
return(0);
int main()

float i=0.0;
for (i=0.0; i<0.9999 ||i>1.0001; i +=0.1)

/* Durch die Prifung auf den E-Bereich von 0,0001 ist esjetzt keine Endlosschleife

mehr. */
printf(" %f" ,i);

réturn(l);

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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Rundungsfehler
Eine Rechnung mit einfacher Genauigkeit ergibt:

2(1/3) — 2/3 = 0.6666666 — 0.6666667 = —0.0000001 dasist ungleich 0

Subraktion zweier Zahlena=b-c
ac=be—c;
a.=b(l+eg)—c(l+gy
ada=1+¢y(bla) —¢. (c/a)

Der mittlere Fehler in aist das gewichtete Mittel der Fehlerinb und c. Sind
jedoch die beiden Zahlen b und ¢ ungefahr gleich grof3 so ist a klein und es
gilt:

ada~1+(b/a) (ep—¢go)

Auchwenn sich diebeiden Fehler g, und . teilweise kompensiereniist (b/a)
grof3 und somit kann sich a. deutlich von a unterscheiden.

Fallszwel Zahlen subrahiert werden und das Ergebnis eine kleine Zahl ist,
dann hat das Ergebnis weniger signifikante Sellen.

Multiplikation zweier Zahlena=bxc

ac=bgx cg
ada= (1+ey) (1+e))~1+ep+e.

Die Fehler g, und e, kdnnen positives oder negatives Vorzeichen haben,
somit ist der Fehler in a. manchmal kleiner und manchmal grof3er als die
Fehler in b, und c..

Fur elne Folge von Multiplikationen kann man davon ausgehen, dass der
aktuelle Fehler zufélig ist. Der mittlere Fehler nach N Schritten ist dann

e~NY ng

Einfache oder Doppelte Genauigkeit. Ein Rechner mit 1010 | oati ng point
Operationen pro Sekunden fihrt in drei Stunden ca. 101 Operationen durch.
Bei zufalligen Rundungsfehlern hat sich daher ein relative Fehler von 107
&n akkumuliert. Damit der Fehler kleiner als die Antwort ist muss die

M aschinegenaviigkeit em kleiner als 10~ sein. Eine Rechnung mit einfacher

Genauigkeit, die mehrere Stunden dauert, enthélt wahrscheinlich viel
numerisches Rauschen.

Verwende doppelte Genauigkeit fir lange Rechnungen.

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...

. 29



Anhang

Matrixnormen

In numerischen Mathematik ist es wichtig Abschdtzungen der Form
|Au| < Qllull mit einer reellen positiven Konstante Q zu kennnen. Dazu
kann man wie bei Vektoren auf fir Matrizen eine Norm definieren. Eine
Matrixnorm bildet die Matrix A € R auf einen Skalar ab [26].

Matrixnorm

. Nx N . .
Jeder Matrix A € R werde eine reelle Zahl [JA]| mit folgenden
Eigenschaften zugeordnet:

1 J|All>0, fur A#0

> |A+B|<|Al+|B|, farale A,Be RN
3 JloAll = |of||All, fiir jede Zahl oc e "
4 |IA-Bl <|A]-[B

Dann heil3t [|A|| Matrixnorm von A.
Eine Matrixnorm ||A]|\ heif3t vertraglich mit der Vektornorm |jul,, wenn

IAUl < [Allyllully (A.D)

fiir jede beliebige Matrix A € R " und jeden beliebegen Vektor u e "N

gilt. Setzt manin (A.1) ||A||m = Q so erhdlt man eine Abschétzung
[Au| <QJlul| in der geforderten Form.
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Besonders haufig verwendete Matrixnormen sind die folgenden:

Matrixnorm

. N
Norm der maximalen

Spaltenbetragssumme ||A||1 = mJaX z |aij|
i=1

Spektral ; i ’
pektralnorm IAll, = + J/groRter Eigenwert vonA* A

N
Norm der maximalen

Zeilenbetragssumme IAl., = miax z |aij|
j=1

A* ist diezu A konjugiert komplexe Matrix.

Allgemein gibt es zu jeder Vektornorm eine vertragliche Matrixnorm, die
sogenannte zugeordnete Matrixnorm

Al = max jau] = ma AUl N (A.2)
Jul =1 u=0 [ul

Eigenwerte—Spektralradius

Sa Ae RN eineNxN Matrix, A eine komplexe Zahl und v ein
komplexer Vektor so, dal3

Av = Av, v=z0. (A.3)

Dann heif3 A Eigenwert und v Eigenvektor von A. Die Wurzeln des
charakteristischen Polynomes

P(L) = det( A —Al), (A.4)

wobel | die NxN-Einheitsmatrix ist, sind die Eigenwerte von A. Einereell-
symetrische oder hermitesche Matrix besitzt nur reelle Eigenwerte. Weiters

gilt

[All, = + Jorofter Eigenwert vonA*A = +./[p(A)12 = p(A) . (A.5)

Im Falle einer hermiteschen (beziehungswei se reell-symetrischen) Matrix
ist also die Spektralnorm gleich dem Spektralradius.
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Folgender Satz ist hilfreich zur Abschétzung des Spektralradius einer
Matrix.

Abshétzung fur den Spektralradius

. Nx N . . .
Esseien A € R und ||A]| irgendeine einer Vektornorm
zugeordnete Matrixnorm. Dann ist

p(A) <A

Eigenschaften Matrizen

Numerische Verfahren der linearen Algebra konnen fir Matrizen mit
speziellen Eigenschaften optimiert werden.

Eine Matrix heit wenn

symmetrisch A=AT
hermitesch A =A*
positiv definit u*Au >0, firalle u e |RN
diagonal dominant N

> Jay <]y k=12 ...,N

j=1

j#i
M-Matrix A nicht singular ist und reell ist, samtliche Elemente von A™1

nicht negativ sind, &; <0,i#j; 1,j=21,2,...N

Lineare Gleichungssysteme, Rundungsfehler, Rechenzeiten, ...
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